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Введение

Статистические модели широко применяются при описании сигналов и шумов при решении фундаментальных задач статистической радиотехники, таких, как оптимальное обнаружение, различение, оценивание неизвестных параметров сигналов, являющихся основой для решения прикладных практических задач в рамках создания и совершенствования радиотехнических систем и комплексов.

Настоящее пособие соответствует по содержанию второй части курса «Математический аппарат радиотехники», посвященного целевой математической подготовке к изучению всего комплекса специальных дисциплин радиотехнического профиля. Содержит основные сведения из теории вероятностей, необходимые для понимания принципа представления реальных физических процессов статистическими моделями, теории случайных величин и случайных процессов. В учебном пособии подробно рассмотрены основные модели случайных процессов, широко применяемых при решении различных радиотехнических задач.

Глава 1. Случайные величины и способы их описания
Прежде, чем перейти к описанию собственно случайных процессов, необходимо напомнить основы теории, определяющих понятия случайных величин, случайных процессов.
Определение. Случайным процессом (СП) называется функция времени 
[image: image337.jpg]Do)



, значение которой в любой момент времени есть случайная величина (СВ).

Случайные процессы – частный случай случайных функций 
[image: image2.wmf](
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, значения которых для каждого 
[image: image3.wmf]x

 есть случайная величина.

Если речь идет о случайной функции нескольких независимых переменных, то мы имеем случайное поле. Примеры случайных процессов и полей в радиотехнике столь многочисленны, что их перечисление вряд ли возможно. Прежде всего отметим, что СП являются как информационные сигналы, используемые для передачи сообщений (речь, музыка, изображение), так и помехи, с которыми взаимодействует полезный сигнал при передаче по каналу связи и усилении слабого принятого сигнала. Можно сказать, что чисто детерминированных процессов в природе не существует. Все дело в соотношении детерминированной и случайной составляющих процесса. Как ясно из приведенных определений случайного процесса и случайного поля, ключевым понятием в определении является понятие случайной величины. Поэтому, прежде чем знакомиться с элементами теории СП, напомним основные положения, связанные с СВ.

СВ является обобщением понятия случайного события, при котором каждому элементарному событию 
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 ставится в соответствие некоторое число 
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 [1]. Пусть рассматриваемая величина 
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 принимает значения из множества X, которое может быть конечно X
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 или континуально X
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, причем возможны случаи 
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СВ, для которой X – конечное или счетное множество, называется дискретной. Дискретную СВ можно полностью определить, задав распределение вероятностей, т.е. совокупность пар чисел 
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 – значение СВ, а [image: image21.wmf]i

p

– вероятность этого значения. Иногда распределение вероятностей называют рядом распределения, а графическое изображение ряда распределения – многоугольником распределения (фигура, полученная соединением ординат точек  
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). Поскольку результатам 
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 отвечают несовместные случайные события, образующие полную группу (все множество элементарных событий Ω), имеет место условие нормировки 
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Для СВ, у которых X – континуальное множество, задание распределения вероятностей невозможно, т.к. вероятность определенного значения равна нулю.

Универсальным способом описания СВ любой природы является задание функции распределения (ФР), определяемой как вероятность события, состоящего в том, что СВ 
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 будет меньше значения 
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, являющегося аргументом функции распределения, т.е. 
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Напомним свойства ФР.

1. 
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 – неотрицательная неубывающая функция.

2. Функция 
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 непрерывна слева, что символически можно записать как 
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3. Функция распределения позволяет определить вероятность попадания СВ 
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 в интервал 
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4. Функция 
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 терпит разрыв первого рода при тех значениях 
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, которые принимаются СВ 
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 с конечной вероятностью 
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. Величина скачка в точке разрыва равна вероятности 
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. Функция распределения может иметь не более чем счетное множество скачков.

5. Значения 
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 на левой и правой границах множества X, как вероятности невозможного и достоверного событий, равны соответственно нулю и единице. В частности, 
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=1. На рис. 1 приведены ФР для СВ дискретного (а), непрерывного (б) и смешанного (в) типов.
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Рис. 1

Случайная величина называется непрерывной (относится к классу, типу непрерывных СВ), если существует неотрицательная функция 
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 равенству
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Функция 
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 называется плотностью вероятности (ПВ). В дальнейшем для краткости записи, если будет ясно, о какой СВ идет речь, индекс 
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 у ФР и ПВ будет опускаться.

Напомним, что ПВ обладает следующими свойствами:

1. 
[image: image59.wmf](

)

0

³

x

W


2. При любых 
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Если 
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 непрерывна в точке 
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, то с точностью до бесконечно малых высших порядков
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Эта формула очень часто используется в вероятностных расчетах.

3. Следствием свойства 2 является условие нормировки
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Если ввести в рассмотрение обобщенные функции, то ПВ можно определить и для дискретных и смешанных типов СВ.

Например, ПВ случайной величины, для которой X состоит из 
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 значений 
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 - вероятность принятия значения 
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Функция распределения при этом будет равна 
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называется функцией единичного скачка, или функцией Хэвисайда. Неслучайная, детерминированная величина 
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, имеет ПВ вида 
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Приведем примеры дискретных и непрерывных СВ и соответствующих им ФР и ПВ.

1.1. Распределение Бернулли

Случайная величина 
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, описываемая распределением Бернулли с параметром 
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или 
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На рис. 2 приведены графики ПВ (а) и ФР (б).

Распределение Бернулли играет важнейшую роль в теории вероятностей и математической статистике, описывая статистическую модель с двумя исходами.

1.2. Биномиальное распределение
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К биномиальному распределению мы приходим, рассматривая схему последовательных независимых испытаний. Предполагается, что испытания проводятся в неизменных условиях, вероятность успеха в каждом испытании равна 
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 и не зависит от результатов предшествующих испытаний.

Пусть проведено 
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 испытаний и нас интересует, какова вероятность того, что успех имел место ровно в 
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-ого испытания успехом. Вероятность каждого элементарного события определяется числом единиц и нулей, входящих в соответствующий вектор, и в соответствии с независимостью испытаний 
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 - число нулей (неудач). Вероятность элементарного события, благоприятствующего наступлению интересующего нас случайного события (ровно 
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 и определяет биномиальное распределение. Функция распределения и ПВ рассматриваемой СВ имеют вид соответственно
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На рис. 3 приведены графики ПВ рассматриваемой СВ для 
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=0,2 и 
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=4, 25 и 100.

1.3. Равномерное распределение
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Графики ПВ и ФР равномерно распределенной СВ приведены на рис. 4.

1.4. Нормальное распределение
Нормальное или гауссовское распределение играет фундаментальную роль в теории вероятностей и ее приложениях благодаря тому, что при весьма широких предположениях сумма независимых случайных величин с ростом числа слагаемых ведет себя асимптотически нормально.

Простейшее утверждение такого рода, называемое локальной предельной теоремой, или теоремой Муавра, связано с рассмотренным выше биномиальным распределением и звучит следующим образом.
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равномерно относительно 
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Общая форма записи ПВ нормальной СВ имеет вид
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Смысл параметров 
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Функция распределения нормальной СВ может быть выражена через рассмотренный в главе 6 первой части пособия интеграл вероятностей
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На рис. 5 приведены графики ПВ и ФР нормальной СВ.
1.5. Многомерные или векторные СВ
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 (рис.7). В общем случае [1] 
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Если же хотя бы один из аргументов ФР равен 
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При использовании обобщенных функций понятие ПВ можно распространить и на дискретные многомерные СВ. Как и одномерная, многомерная ПВ удовлетворяет условию нормировки
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Если многомерную ПВ проинтегрировать по всем значениям одной из переменных, то получим ПВ остальных СВ, т.е.
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Для ФР это эквивалентно тому, что мы положили 
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Как и для случайных событий, для случайных величин можно определить понятие зависимости. Говорят, что СВ 
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Для многомерных СВ эти формулы примут вид
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и для независимых СВ 
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Определение независимых СВ на языке ФР звучит так: если для любой совокупности исходных случайных величин 
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Условные плотности вероятностей обладают всеми свойствами ПВ. Они неотрицательны, т.е. 
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Пример. Многомерное нормальное распределение. Многомерная случайная величина 
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. Структура матрицы C будет определена чуть позднее.
Контрольные вопросы

1. Дайте определение случайной величины.

2. Для случайной величины 
[image: image252.wmf]ξ

, принимающей значения 0,1; 0,2; 0,4; 0,6 с вероятностями 0,3; 0,2; 0,2; 0,3 соответственно построить многоугольник распределения.

3. Что такое функция распределения СВ ? Какие свойства ФР Вам известны? Постройте ФР для случайной величины 
[image: image253.wmf]ξ

, определенной в предыдущем вопросе.

4. Дайте определение непрерывной СВ. Что такое плотность вероятности? Каковы ее свойства?

5. Приведите выражение для ФР и ПВ случайной величины 
[image: image254.wmf]ξ

 из п.2.

6. Как определяется СВ, подчиняющаяся распределению Бернулли?

7. Как определяется СВ, подчиняющаяся биномиальному распределению?

8. Дайте определение СВ, значения которой равномерно распределены на интервале 
[image: image255.wmf][

]

b

a

,

. Постройте ПВ и ФР равномерно распределенной на промежутке 
[image: image256.wmf][

]

3

,

2

-

 СВ 
[image: image257.wmf]ξ

.

9. Запишите выражения для ПВ и ФР нормальной СВ.

10. Сформулируйте локальную предельную теорему.

11. Как звучит интегральная теорема Муавра-Лапласа?

12. Что такое многомерная или векторная СВ?

13. Как определяется ФР многомерной СВ?

14. Что такое непрерывный случайный вектор? Как для него определяется ПВ? Как связаны ПВ и ФР непрерывного случайного вектора?

15. Что такое условная плотность вероятности? Каковы ее свойства?

16. Запишите совместную ПВ СВ 
[image: image258.wmf]1
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 и  
[image: image259.wmf]2

ξ

 для двух случаев, когда  
[image: image260.wmf]1
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 и  
[image: image261.wmf]2

ξ

 являются зависимыми и независимыми СВ.
17. Считая 
[image: image262.wmf]1
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 и  
[image: image263.wmf]2
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 независимыми нормальными СВ с параметрами 
[image: image264.wmf]1

a

, 
[image: image265.wmf]2

a

, и 
[image: image266.wmf]1

s

, 
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 соответственно. Найти вероятность попадания точки с координатами 
[image: image268.wmf]1
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 и  
[image: image269.wmf]2

ξ

 в прямоугольник, вершины которого располагаются в 
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Рис. 4
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Рис. 5
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Рис. 6 
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