Глава 3. Числовые характеристики случайных величин

Рассмотренные выше функция распределения, плотность вероятности и характеристическая функция дают наиболее полное представление о СВ. Однако, являясь функцией одной или нескольких переменных, для многомерных СВ, они представляют собой достаточно сложные объекты. В многих случаях достаточно бывает использовать для описания СВ совокупность чисел, называемых числовыми характеристиками СВ. Познакомимся с этими числовыми характеристиками.

3.1. Моменты случайной величины

Под начальными моментами СВ 
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 понимают величины 
[image: image2.wmf](

)

ò

¥

¥

-

x

=

dx

x

W

x

m

k

k

, среди которых особую роль играет 
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, называемый математическим ожиданием или средним значением СВ 
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=1,2,… Часто для записи математического ожидания используют символ статистического усреднения, обозначаемый как 
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, математическое ожидание равно 
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, если записанный ряд сходится абсолютно. При использовании аппарата дельта-функций для дискретных СВ можно пользоваться интегральной формой записи математического ожидания
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Математическое ожидание 
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 является точкой концентрации значений СВ в том смысле, что среднеквадратический разброс значений СВ относительно 
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 минимален. Смысл понятия среднеквадратический разброс будет уточнен ниже.
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Являясь абсциссой центра тяжести плоской фигуры, ограниченной осью абсцисс и кривой 
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Можно показать [1,3,4,5], что 
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, т.е. математическое ожидание равно разности площадей, заключенных между осью ординат, прямой 
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). На рис. 12 указанные площади заштрихованы и отмечен знак, с которым нужно взять соответствующие площади.

Условное математическое ожидание. Пусть дана условная ПВ 
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 определяет кривую регрессии 
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Математическое ожидание может быть определено и для функций СВ 
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Для векторных и матричных СВ (компоненты вектора и элементы матрицы есть СВ) математическое ожидание определяется как вектор или матрица, в которых СВ заменены своими средними значениями, т.е. 
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Аналогично определяется математическое ожидание случайной матрицы. Читателю предлагается проверить справедливость приведенной формулы для 
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Наряду с начальными моментами 
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, для характеристики СВ используют центральные моменты 
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. Важнейшим центральным моментом является 
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, называемый дисперсией СВ 
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 и обозначаемый обычно как 
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 называют среднеквадратическим отклонением (значением) СВ 
[image: image61.wmf]x

. В качестве упражнения рекомендуем доказать, что если существует 
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Теперь мы можем вернуться к утверждению, что СВ имеет минимальный среднеквадратический разброс относительно математического ожидания 
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. Запишем средний квадрат отклонения СВ 
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. Раскрывая скобки и используя обозначения начальных моментов, будем иметь 
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Рассмотрим свойства математического ожидания и дисперсии.

1. Математическое ожидание постоянной (детерминированной величины) равно ей самой, а дисперсия равна нулю.

Так как для детерминированной СВ 
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 - значение этой величины, то 
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2. Математическое ожидание суммы любых (зависимых и независимых) СВ равно сумме математических ожиданий, т.к. 
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. Выполняя внутреннее интегрирование в первом слагаемом по 
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3. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания, т.е. 
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4. С учетом свойств 2 и 3 можно утверждать, что математическое ожидание линейной комбинации СВ 
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 равно линейной комбинации с теми же коэффициентами 
[image: image107.wmf]i

C

 математических ожиданий 
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. Таким образом, для оператора математического ожидания (статистического усреднения) справедлив принцип суперпозиции, т.е. это – линейный оператор (функционал).

5. Математическое ожидание произведения независимых СВ равно произведению их математических ожиданий, т.е. 
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, т.к. переменные в последнем двойном интеграле разделяются.

6. Дисперсия суммы или разности независимых СВ равна сумме их дисперсий. Для суммы или разности независимых СВ 
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Возводя в квадрат и используя введенные обозначения, будем иметь 
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 - равные нулю первые центральные моменты СВ 
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. Надеемся, что к этому времени читатель в этом убедился. Позже мы узнаем, что для справедливости данного результата достаточно некоррелированности СВ 
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7. Дисперсия произведения постоянной величины 
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. Доказательство этого утверждения тривиально и предоставляется читателю.

8. Дисперсия линейной комбинации 
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 попарно независимых СВ 
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. Рекомендуем доказать это утверждение самим. Чему равна дисперсия суммы или разности зависимых СВ, мы определим позднее.

Совершенно аналогично можно определить моменты (начальные и центральные) для функции 
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Между центральными и начальными моментами существует очевидная связь, определяемая формулой 
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. Используя обозначения 
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Запишем эту связь для первых четырех центральных моментов, играющих особо важную роль в теории вероятностей и статистике.
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Асимметрия характеризует несимметричность ПВ относительно математического ожидания, рис. 13.
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3.2 Квантили
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3.4. Кумулянты.

Еще одним видом числовых характеристик СВ являются кумулянты или семиинварианты. В ряде случаев их использование оказывается более эффективным, чем описание СВ с помощью моментов. Прежде чем дать определение кумулянтам, остановимся на свойствах введенной выше ХФ
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Для дальнейшего нам потребуется завершить знакомство с нормальной СВ, рассмотренной в первом приближении в примере 4 раздела 1.

Как было указано выше, пример нормальной СВ 
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Характеристическая функция, в соответствии со свойствами преобразования Фурье, будет равна
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Математическое ожидание нормальной СВ 
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Первый интеграл равен нулю, как интеграл от нечетной функции в симметричных пределах, а второй – единице по условию нормировки (под знаком интеграла стоит ПВ стандартной нормальной СВ 
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Это находит свое отражение в возможности представления произвольной ПВ с помощью ряда Эджворта
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Квазимоменты отличны от нуля только для негауссовских СВ.

Кумулянты могут быть определены и для многомерных СВ. Чтобы избежать громоздких записей, рассмотрим случай двух СВ 
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Характеристическая функция двумерной СВ
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может быть разложена в двойной степенной ряд вида


[image: image400.wmf](

)

(

)

(

)

å

å

¥

=

¥

=

x

=

Q

0

0

,

!

!

,

n

m

m

n

m

n

jv

ju

m

n

m

v

u

r

.

Разложение 
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определяет совместные кумулянты 
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Две СВ являются статистически зависимыми или просто зависимыми, если хотя бы один из совместных кумулянтов 
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3.5. Числовые характеристики некоторых распространенных распределений случайных величин
Заканчивая знакомство со случайными величинами, рассмотрим основные распределения, описывающие СВ, наиболее часто встречающиеся на практике.

3.5.1. Распределение Бернулли
Распределение Бернулли, введенное в начале первого раздела, пример 1, описывает дискретную СВ, принимающую значение 1 с вероятностью 
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Характеристическая функция 
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Математическое ожидание и дисперсия равны соответственно
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3.5.2. Биномиальное распределение
Биномиальное распределение было достаточно подробно рассмотрено в примере 2 в начале раздела 1. Нам осталось определить только числовые характеристики и ХФ.
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Пользуясь правилами отыскания математического ожидания и дисперсии суммы (с учетом независимости СВ 
[image: image459.wmf]i

x

), будем иметь:


[image: image460.wmf]1

m

=
[image: image461.wmf]{

}

å

=

x

N

i

i

M

1

=
[image: image462.wmf]N



 EMBED Equation.3  [image: image463.wmf]p

 и 
[image: image464.wmf]D

=
[image: image465.wmf]{

}

å

=

x

N

i

i

D

1

=
[image: image466.wmf]Np

(
[image: image467.wmf]p

-

1

).

Наивероятнейшее значение 
[image: image468.wmf]H

M

 находится в интервале 
[image: image469.wmf](

)

(

)

[

]

1

,

1

1

+

-

+

N

p

N

p

. Учитывая независимость слагаемых, ХФ


[image: image470.wmf](

)

(

)

[

]

N

jv

M

e

p

v

1

1

-

+

=

Q

.

Пользуясь приведенными выше соотношениями, нетрудно найти асимметрию распределения 
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Для ФР биномиальной СВ в этих условиях справедливо приближенное представление
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 - подробно рассмотренный в главе 6 первой части пособия интеграл вероятностей.

3.5.3. Отрицательное биномиальное распределение (распределение Паскаля)
Случайная величина 
[image: image493.wmf]x

 описывается отрицательным биномиальным распределением с параметрами (
[image: image494.wmf]r

,
[image: image495.wmf]p

), если


[image: image496.wmf]{

}

r

k

k

r

p

C

k

P

1

-

+

=

=

x



 EMBED Equation.3  [image: image497.wmf](

)

k

p

-

1

, 
[image: image498.wmf]k

=0,1,2,…

При натуральном 
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, подчиненной отрицательному биномиальному распределению, имеют вид:


[image: image505.wmf]x

M

=
[image: image506.wmf]1

m

=
[image: image507.wmf]p

p

r

-

1

; 
[image: image508.wmf]x

D

=
[image: image509.wmf]2

1

p

p

r

-

; 
[image: image510.wmf](

)

3

3

x

-

x

=

M

M

M

=
[image: image511.wmf](

)

(

)

3

2

1

p

p

p

r

-

-

; 
[image: image512.wmf](

)

4

4

x

-

x

=

M

M

M

=
[image: image513.wmf](

)

(

)

(

)

4

2

1

6

1

3

1

p

p

p

p

r

r

p

+

-

+

-

-

.

В качестве упражнения читателю предлагается доказать справедливость формулы для 
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3.5.4. Распределение Пуассона
К распределению Пуассона приходят, рассматривая схему последовательных независимых испытаний в условиях, когда вероятность успеха зависит от числа испытаний 
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При этом в соответствии с теоремой Пуассона [1]:
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 - параметр распределения Пуассона.

Рассмотрим конкретный пример, приводящий нас к распределению Пуассона. Пусть на телефонную станцию в случайные моменты времени поступают вызовы, относительно которых мы сделаем следующие предположения:
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Это распределение и называется распределением Пуассона. Убедимся в том, что для записанного распределения выполняется условие нормировки
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Характеристическая функция для распределения Пуассона может быть найдена путем подстановки в ХФ биномиального распределения 
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Математическое ожидание СВ, описываемой распределением Пуассона, равно 
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3.5.5. Распределения, связанные с равномерным
В начале главы была рассмотрена СВ, все значения которой в интервале 
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Характеристическая функция равномерного распределения равна
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а для среднего значения и дисперсии справедливы соотношения
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Асимметрия распределения равна 0, коэффициент эксцесса 
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С равномерным распределением приходится сталкиваться при изучении ошибок квантования (переход от непрерывного представления величины к дискретному, от аналогового сигнала к цифровому), при описании случайной начальной фазы гармонического колебания и во многих других случаях.
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. Эта задача может быть решена либо последовательным применением свертки, либо с использованием ХФ. При большом числе слагаемых второй способ более предпочтителен. При 
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Полученное распределение по понятным причинам называется треугольным, или распределением Симпсона. Для определения среднего и дисперсии можно воспользоваться их свойствами, рассмотренными выше.

Так, математическое ожидание будет равно сумме математических ожиданий слагаемых, т.е. 
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 распределение суммы будет достаточно быстро стремиться к нормальному закону


[image: image599.wmf](

)

(

)

(

)

6

2

2

2

2

6

1

a

b

M

b

a

M

x

e

a

b

M

 

x

W

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

×

-

p

=

.


[image: image600]
Рис. 15
Это часто используют при моделировании нормальной СВ. Нужно, однако, помнить, что в отличие от гауссовской, рассматриваемая СВ принимает значения в конечном интервале 
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3.5.5.2. Закон арксинуса.

Часто приходится рассматривать СВ 
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Пользуясь правилами функционального преобразования СВ, можно показать, что
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Функция распределения при этом будет равна
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что и определяет название распределения.

Характеристическая функция для закона арксинуса
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Выполняя замену переменной 
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Следовательно, 
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Математическое ожидание равно нулю, а для вычисления дисперсии удобно воспользоваться формулой
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3.5.5.3. Распределение Коши.

Распределение Коши встречается при решении следующей вероятностной задачи. Пусть из начала координат проведен под случайным углом 
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Требуется найти ПВ случайной величины 
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Как уже отмечалось, для распределения Коши характерно отсутствие моментов, т.к. интеграл 
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Характеристическая функция распределения Коши равна
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Найдем ПВ суммы 
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 независимых СВ 
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 EMBED Equation.3  [image: image645.wmf]h
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Полученный результат определяет устойчивость распределения Коши. В этой связи дадим определение [2].

Распределение с ХФ 
[image: image646.wmf](

)

v

Q

 называется устойчивым, если для любых 
[image: image647.wmf]1

h

, 
[image: image648.wmf]2

h

 найдутся 
[image: image649.wmf]a

, 
[image: image650.wmf]h

>0 такие, что 
[image: image651.wmf](

)

(

)

(

)

hv

e

v

h

v

h

jva

Q

=

Q

Q

2

1

.

Наш случай соответствует 
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3.5.5.4. Гамма-распределение.
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Функция распределения равна нулю при 
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 выражается через неполную гамма-функцию (см. главу 6)
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Характеристическая функция имеет вид
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Этот результат при целых 
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 можно получить без вычисления интеграла с помощью следующих рассуждений. При 
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 гамма-распределение дает ПВ суммы независимых СВ  
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, подчиненных показательному (экспоненциальному) распределению
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имеющему ХФ 
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Гамма-распределение при 
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[image: image677.wmf]m

. Определение процесса Пуассона будет дано далее в разделах, посвященных случайным процессам.
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 степенями свободы, играющем важную роль в задачах математической статистики. С ним мы познакомимся позже.

3.5.5.5. Распределение Лапласа.

Плотность вероятности распределения Лапласа, или двойного экспоненциального распределения, имеет вид
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С помощью несложных вычислений можно найти ХФ для распределения Лапласа
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начальные моменты
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3.5.5.6. Бета-распределение.

Плотность вероятности случайной величины 
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Функция распределения выражается через неполную бета-функцию
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Начальные моменты 
[image: image712.wmf]{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

k

k

M

m

k

k

+

b

+

a

G

a

G

b

+

a

G

+

a

G

=

x

=

, откуда для дисперсии 
[image: image713.wmf]{

}

x

D

, асимметрии 
[image: image714.wmf]1

g

 и коэффициент эксцесса 
[image: image715.wmf]g

 можно получить следующие выражения:


[image: image716.wmf]{

}

(

)

(

)

1

2

+

b

+

a

b

+

a

ab

=

x

D

,


[image: image717.wmf]1

g

=
[image: image718.wmf](

)

(

)

2

1

2

+

b

+

a

ab

+

b

+

a

a

-

b

,


[image: image719.wmf]2

g

=
[image: image720.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

3

2

2

1

6

2

+

b

+

a

+

b

+

a

ab

+

b

+

a

ab

-

+

b

+

a

b

-

a

.

Характеристическая функция представляется с помощью степенного ряда и здесь не приводится. При целочисленных значениях параметров 
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 мы имеем распределение наименьшего и наибольшего значений соответственно. 

Для ФР наименьшего и наибольшего значений в выборке из 
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Читателю предлагается убедиться в этом. При 
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 может быть сведено к закону арксинуса.

3.5.6. Распределения, связанные с нормальным.

С нормальным распределением мы сталкивались и знакомились на протяжении почти всего предшествующего материала второй части настоящего пособия. Фундаментальная роль нормального распределения определяется содержанием центральной предельной теоремы, простейший вариант которой (следствие из теоремы Линдеберга [1]) звучит так.

Если независимые случайные величины 
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. Поэтому становится ясным, почему распределение суммы независимых СВ, подчиняющихся распределению Коши, не имеющему моментов, не стремятся к нормальному закону.

Как и распределение Коши, нормальное распределение является устойчивым: распределение суммы независимых нормальных СВ будет нормальным с математическим ожиданием и дисперсией, равными сумме математических ожиданий и дисперсий слагаемых соответственно. Позже мы убедимся в том, что СВ будет гауссовской и для зависимых слагаемых.

Для знакомства с распределениями, связанными с нормальным, нам потребуется информация о двумерном нормальном законе, распределении двумерного нормального случайного вектора 
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В соответствии с общей формой записи многомерного нормального распределения
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Элементы 
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 квадратичной формы определяются обратной корреляционной матрицей 
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 - симметричная и положительно определенная. Дисперсия СВ обычно обозначается как 
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 - коэффициент корреляции, а 
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Константа 
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 определяется из условия нормировки и равна 
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 - коэффициент взаимной корреляции.
Найдем ПВ суммы двух нормальных СВ 
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Выполнив элементарные преобразования и интегрирование по u, получим окончательно
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Воспользуемся этой формулой в нашем случае
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Учитывая, что под знаком интеграла по 
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Таким образом, если случайные величины являются совместно нормальными, то каждая из них будет также нормальной. Обратное утверждение в общем случае несправедливо. Гауссовы СВ могут образовывать негауссову совокупность [3].

Пользуясь полученными результатами, легко найти условную ПВ нормальной СВ
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(это выражение обычно рассматривают как определение условной ПВ). Подставляя в эту формулу выражение для 
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 после несложных преобразований будем иметь
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Таким образом, условная гауссовская ПВ также является гауссовской с условным математическим ожиданием 
[image: image797.wmf](

)

(

)

1

1

1

2

2

1

2

1

a

x

r

a

x

m

-

s

s

+

=

=

x

x

 и условной дисперсией 
[image: image798.wmf](

)

(

)

2

2

2

1

r

1

/

ξ

2

ξ

D

-

s

=

. Из приведенных выражений видно, что для гауссовских СВ кривая регрессии 
[image: image799.wmf]2

x

 на 
[image: image800.wmf]1

x

 есть прямая. При 
[image: image801.wmf]1

®

r

 условная ПВ стремится к 
[image: image802.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

s

s

-

-

d

1

1

1

2

2

2

a

x

a

x

, что совершенно естественно, так как при 
[image: image803.wmf]1

=

r

 СВ 
[image: image804.wmf]1

x

 и 
[image: image805.wmf]2

x

 связаны линейной зависимостью 
[image: image806.wmf](

)

1

1

2

2

a

c

a

-

x

=

-

x

. При 
[image: image807.wmf]0

®

r

 условная ПВ 
[image: image808.wmf])

/

(

1

2

2

x

x

W

x

 переходит в безусловную

[image: image809.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

)

(

s

x

ps

a

x

e

x

W

-

-

×

=

,
[image: image1135.wmf]1

x

что свидетельствует о независимости СВ 
[image: image810.wmf]1

x

 и 
[image: image811.wmf]2

x

. Это свойство сохраняется и для многомерных нормальных СВ, т.е. если нормальные СВ некоррелированы, то они и независимы. На рис. 17 приведено семейство условных ПВ 
[image: image812.wmf](

)

1

2

x

x

W

 для различных значений коэффициента корреляции 
[image: image813.wmf]r

 и 
[image: image814.wmf]1

a

=
[image: image815.wmf]2

a

= 0, 
[image: image816.wmf]1

s

=
[image: image817.wmf]2

s

= 1.

Рассмотрим область на плоскости 
[image: image818.wmf]1

х

, 
[image: image819.wmf]2

х

, для которой 
[image: image820.wmf]А

х

х

W

£

x

)

,

(

2

1

r

, где 
[image: image821.wmf])

,

(

2

1

а

а

W

А

x

<

r

, а 
[image: image822.wmf])

,

(

2

1

а

а

W

x

r

 - максимальное значение двумерного нормального распределения, 
[image: image823.wmf].

1

2

1

)

,

(

2

2

1

2

1

r

а

а

W

-

s

ps

=

x

r

 Границей этой области будет эллипс 
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Центр этого эллипса расположен в точке 
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Таким образом, с помощью линейного преобразования коррелированные нормальные СВ могут быть преобразованы в некоррелированные СВ.

Перейдем теперь к распределениям связанным с нормальными.
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В общем случае параметр n может быть любым положительным числом 
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Таким образом, как это уже отмечалось, 
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Выборкой называют последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин.
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Важной задачей статистики является сравнение эмпирического (полученного на основе выборки) и теоретического (или гипотетического) распределений.

Напомним, как строится эмпирическое распределение.
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После этого вычисляется статистика 
[image: image876.wmf](

)

å

å

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

c

m

i

i

i

i

m

i

i

i

i

p

p

n

n

n

np

np

n

1

2

1

2

2

, называемая статистикой Пирсона, доказавшим, что при 
[image: image877.wmf]¥

®

=

å

i

i

n

n

 записанная статистика имеет распределение 
[image: image878.wmf]2

c

 с 
[image: image879.wmf]1

-

m

 степенью свободы и, что очень важно, не зависит от вида теоретического распределения 
[image: image880.wmf](

)

x

F

x

. Пользуясь таблицами или соответствующими программными пакетами, можно проверить гипотезу о соответствии эмпирического и теоретического распределений [4].

Очевидно, что 
[image: image881.wmf]å

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

c

m

i

i

i

i

p

p

n

n

n

1

2

2

1

 есть евклидово расстояние 
[image: image882.wmf](

)

y

x

a

r

r

r

,

2

r

 между вектором 
[image: image883.wmf]x

r

, компонентами которого являются эмпирические частоты
[image: image884.wmf]n

n

i

 попадания наблюдаемых величин в 
[image: image885.wmf]i

D

 и вектором 
[image: image886.wmf]y

r

, у которого компоненты – теоретические вероятности 
[image: image887.wmf]i

p

 попадания наблюдений в 
[image: image888.wmf]i

D

.

Компонентами весового вектора 
[image: image889.wmf]а

r

 являются величины обратные вероятностям 
[image: image890.wmf]i

p

. При практическом использовании критерия согласия χ–квадрат Пирсона для простой гипотезы – так называется рассмотренная задача, надо добиваться за счет n и выбора числа карманов m, чтобы для всех
[image: image891.wmf]i

p

 выполнялось бы условие 
[image: image892.wmf]10

³

i

np

.

3.5.6.2. Распределение Стьюдента. (t – распределение)
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Распределение Фишера используется при проверке гипотезы о равенстве дисперсий двух нормальных выборок объемом 
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3.5.6.4. Логарифмически нормальное (логнормальное) распределение.
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3.5.6.5. Распределение Релея-Райса.
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или после несложных преобразований


[image: image947.wmf](

)

2

2

2

2

cos

2

2

2

)

,

(

s

j

-

q

r

-

r

+

-

×

ps

r

=

q

r

A

А

e

W

,

где 
[image: image948.wmf]2

2

2

1

a

a

A

+

=

 – модуль вектора, компонентами которого являются математические ожидания СВ 
[image: image949.wmf]1

x

 и 
[image: image950.wmf]2

x

, 
[image: image951.wmf]1

2

tg

а

а

=

j

 – аргумент этого вектора. Для определения ПВ ( необходимо проинтегрировать 
[image: image952.wmf])

,

(

q

r

W

 по всем значениям (, т.е.


[image: image953.wmf](

)

(

)

q

ò

p

j

-

q

s

r

p

×

s

+

r

-

s

r

=

=

q

ò

p

s

j

-

q

r

-

r

+

-

×

ps

r

=

r

d

A

e

А

e

d

A

А

e

W

2

0

cos

2

2

1

2

2

2

2

2

2

0

2

2

cos

2

2

2

2

2

)

(


Так как подынтегральное выражение зависит только от 
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Это и есть распределение Рэлея – Райса. При 
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Функция распределения
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Плотность вероятности Рэлея – Райса при переходе к безразмерной переменной 
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Подумайте, куда делся множитель 
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Таким образом, при 
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Моменты распределения Релея – Райса 
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Четные моменты 
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Для нечетных k вырожденная гипергеометрическая функция может быть представлена с помощью экспоненциальных и модифицированных  бесселевых функций и мы получим
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Пользуясь связью между центральными и начальными моментами, можно определить дисперсию
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для распределения Рэлея – Райса и 
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 для распределения Рэлея.

В качестве упражнения предлагаем исследовать зависимость асимметрии и коэффициента эксцесса распределения Рэлея – Райса от параметра h.

В теории надежности для описания времени безотказной работы используется распределение Вейбулла-Гнеденко, ПВ которого имеет вид
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Моменты 
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. С их помощью можно найти дисперсию
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Для описания модели замираний сигнала в канале часто используют распределение Накагами (m – распределение) с ПВ
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Моменты распределения Накагами
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Заканчивая разговор об одномерных ПВ, отметим, что большинство из рассмотренных выше распределений является частным случаем распределения Пирсона, ПВ которого удовлетворяет дифференциальному уравнению вида


[image: image1004.wmf]2

2

1

0

0

1

)

(

x

b

x

b

b

a

x

a

dx

x

dW

+

+

+

=

,

где 
[image: image1005.wmf]2

1

0

1

0

 

,

 

,

  

и

 

 

,

b

b

b

a

a

 – параметры распределения.

В зависимости от значений этих параметров в качестве решения уравнения получаются 11 типов кривых, описывающих важнейшие ПВ (нормальное распределение, гамма, бета, 
[image: image1006.wmf]2
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 – распределение, распределение Стьюдента и др.) Более подробно с распределениями пирсоновского типа можно познакомиться с помощью [5].

3.6. Многомерные распределения.

3.6.1. Полиномиальное распределение.

Полиномиальное распределение является многомерным аналогом биномиального распределения, когда исходом случайного эксперимента могут быть не два (как в биномиальном законе), а k исходов с вероятностями 
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. При проведении N независимых испытаний нас интересует вероятность того, что i–й исход имел место ровно 
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Таким образом полиномиальное распределение дает вероятность того, что целочисленные компоненты вектора 
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 будут равны одноименным компонентам вектора 
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. При k = 2 это распределение естественно переходит в биномиальное.

Математическое ожидание вектора 
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3.6.2. Многомерное нормальное распределение.

Случайный вектор 
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 имеет нормальное распределение, т.е. является нормальным случайным вектором, если его ХФ 
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Многомерное нормальное распределение, отвечающее введенной ХФ имеет вид
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Отметим важнейшие свойства многомерного нормального распределения.

1. Если компоненты вектора 
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Таким образом некоррелированность нормальных СВ влечет их независимость.

2. Если нас интересует совместное распределение части, компонент нормального случайного вектора 
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 и корреляционной матрицей 
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3. Линейное преобразование нормального случайного вектора.

Пусть вектор 
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 связан с вектором 
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 линейным преобразованием (получен с помощью линейного оператора). В главе 5 первой части пособия было показано, что в 
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 действие любого линейного оператора сводится к умножению исходного вектора на матрицу оператора, т.е. 
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В результате этой операции мы получим нормальный случайный вектор с корреляционной матрицей 
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 – корреляционная матрица и вектор средних значений исходного случайного нормального вектора 
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Важным и очень полезным свойством нормального n – мерного вектора является возможность выразить смешанный корреляционный момент вида 
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 через ковариацию компонент вектора, т.е. 
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. Число пар равно числу различных способов выбора пар из 2m различных элементов и как известно из комбинаторики, равно 
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Например, для m = 2 имеется 
[image: image1061.wmf]3

2

2

!

4

2

=

 три способа разделения произведения 
[image: image1062.wmf](

)

0

 

m

-

4

1

=

þ

ý

ü

î

í

ì

x

x

Õ

=

i

i

i

M

 на произведение ковариаций, т.е.


[image: image1063.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

+

x

x

x

x

+

x

x

x

x

=

þ

ý

ü

î

í

ì

x

x

Õ

=

4

1

3

2

4

3

2

1

4

1

,

cov

,

cov

,

cov

,

cov

 

m

-

i

i

i

M



[image: image1064.wmf](
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С помощью этой формулы можно найти ковариацию для квадратов нормальных СВ, положив 
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В ряде задач теории вероятностей и математической статистики приходится встречаться с многомерными аналогами рассмотренных выше одномерных распределений. Это распределение Дирихле, обобщающее бета – распределение, многомерное распределение Стьюдента и многомерный аналог 
[image: image1068.wmf]2

c

 – распределения – распределение Уишарта. С указанными распределениями можно познакомиться с помощью [5].
Контрольные вопросы

1. Зачем для описания случайных величин вводятся числовые характеристики?

2. Дайте определение начальных 
[image: image1069.wmf]k

m

 и центральных 
[image: image1070.wmf]k

M

 моментов для непрерывных и дискретных СВ.

3. Что такое условное математическое ожидание? Что показывают кривой регрессии СВ 
[image: image1071.wmf]1

x

 и 
[image: image1072.wmf]2

x

.

4. Как связаны между собой начальные и центральные моменты СВ?

5. Назовите свойства математического ожидания и дисперсии.

6. Что характеризует асимметрия и коэффициент эксцесса?

7. Дайте определение 
[image: image1073.wmf]p

-квантильи.

8. Что такое медиана, мода? Что называют наивероятнейшим значением СВ?

9. Дайте определение ковариация СВ 
[image: image1074.wmf]1

x

 и 
[image: image1075.wmf]2

x

.

10. Что такое коэффициент корреляции? В каких пределах он может меняться?

11. Найти коэффициент корреляции СВ 
[image: image1076.wmf]1
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=
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 - СВ с ПВ вида 
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. Объяснить результат.

12. Как определяются кумулянты? Что они характеризуют?

13. Для биномиального распределения с помощью ХФ найдите 
[image: image1082.wmf]3
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 и проверьте приведенные выражения для асимметрии биномиального распределения 
[image: image1083.wmf]1
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.

14. Определите 
[image: image1084.wmf]2

m

, для геометрического распределения.

15. С помощью ХФ проверьте справедливость утверждения, что для распределения Пуассона с параметрами 
[image: image1085.wmf]l

 математическое ожидание 
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 и  дисперсия 
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 равны 
[image: image1088.wmf]l
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16. Какие распределения, связанные с равномерным, вы знаете?

17. Постройте ФР для распределения Симпсона, приведенного на рис. 16. Найдите квартили 
[image: image1089.wmf]4
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 и 
[image: image1090.wmf]4

3

x

. Определите интерквартильный размах и сравните его с СКО=
[image: image1091.wmf](
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x

D

.

18. Найдите ПВ случайных величин 
[image: image1092.wmf]Q
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, если 
[image: image1093.wmf](
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. Вычислите 
[image: image1094.wmf]{
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 и 
[image: image1095.wmf]{
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D
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19. Какие распределения называются устойчивыми? Как в терминах ПВ определяются устойчивые распределения?

20. Найдите квартили 
[image: image1096.wmf]4
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x

 и 
[image: image1097.wmf]4

3
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 для распределения Лапласа. Сравните интерквартильный размах с 
[image: image1098.wmf](
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x
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.

21. Найдите ПВ наибольшего и наименьшего значений в выборке из 
[image: image1099.wmf]N

 независимых и равномерно распределенных на промежутке 
[image: image1100.wmf][

]
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,
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 СВ. Определите соответствующие найденным ПВ средние значения.

22. Какой будет кривая регрессии 
[image: image1101.wmf]2
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 на 
[image: image1102.wmf]1
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, если 
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 образуют нормальный случайный вектор 
[image: image1105.wmf](
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 с математическими ожиданиями 
[image: image1106.wmf]1
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, 
[image: image1107.wmf]2
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, и дисперсиями 
[image: image1108.wmf]1
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, 
[image: image1109.wmf]2

s

 соответственно и коэффициентом корреляции 
[image: image1110.wmf]r

?

23. Найдите ПВ разности двух нормальных СВ.

24. Построить эллипс с центром в точке 
[image: image1111.wmf](
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, где 
[image: image1112.wmf]1
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 и 
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 - средние значения совместно нормальных СВ 
[image: image1114.wmf]1

x

 и 
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 , вероятность попадания в который точки с координатами 
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 и 
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 равнялась бы 0,9. Считать 
[image: image1118.wmf]1

s

=
[image: image1119.wmf]2
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=4 и 
[image: image1120.wmf]r

=0,5.
25. Какая СВ имеет распределение 
[image: image1121.wmf]2

c

 с 
[image: image1122.wmf]n

 степенями свободы?

26. Дайте определение понятия выборки из генеральной совокупности.

27. Опишите процедуру построения эмпирического распределения.

28. Что называется статистикой Пирсона? Каковы ее свойства?

29. Какому распределению подчиняется модуль и аргумент нормального случайного вектора 
[image: image1123.wmf](
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 независимы и имеют математические ожидания 
[image: image1126.wmf]{
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 и одинаковые дисперсии 
[image: image1128.wmf]2

s

? Как изменятся распределения 
[image: image1129.wmf](
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 и 
[image: image1130.wmf](

)

Q

W

, если 
[image: image1131.wmf]0
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30. Вычислите для случая 
[image: image1132.wmf]0

=

=

b

a

 математические ожидания модуля вектора, медиану и наивероятнейшее значение.

31. Сформулируйте важнейшие свойства многомерного нормального распределения.


























































































Рис. 18.
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