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Из приведенных примеров видно, что использование базиса в функциональных пространствах позволяет заменить функцию (аналоговый 
сигнал) совокупностью чисел, что является основой цифровой обработки сигналов.

Отметим, что базисная система в ЛП не является единственной. Одним из способов получения новых базисных систем на основе имеющейся является линейное комбинирование векторов исходной системы. Две системы, каждый вектор которых есть линейная комбинация векторов другой системы, называются эквивалентными. Позже мы познакомимся с одной из таких процедур, называемой процедурой Грама–Шмидта.

ГЛАВА 4. ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Евклидово пространство связано с введением понятия скалярного произведения, обобщающего для произвольных пространств процедуру измерения угла между двумя векторами. В самом деле, из аналитической геометрии хорошо известно, что скалярным произведением двух векторов 
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Обобщением понятия модуля вектора является введенная выше норма вектора ||
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что представляет собой неравенство Коши–Буняковского.

Неравенство (4.1) обращается в равенство, если 
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, т. е., если вектора являются коллинеарными (параллельными). Аналитически условие коллинеарности векторов 
[image: image14.wmf]a

r

 и 
[image: image15.wmf]b

r
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Ниже неравенство (4.1) и условие (4.2) будут получены для произвольных ЛП.

Как метрика и норма, скалярное произведение для ЛП, заданных над полями R или С, определяется аксиоматически как правило отображения любой упорядоченной пары <
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 в множество скаляров из поля R или С, над которыми задано ЛП. Это правило должно удовлетворять следующим условиям:
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4. Для ЛП, заданных над R,скалярное произведение является билинейной формой (функционалом), по обоим аргументам 
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поскольку для вещественных чисел (* = (.

Опираясь на сформулированные аксиомы, докажем неравенство Коши–Буняковского, играющее очень важную роль в задачах оптимизации. Дело в том, что представив целевую функцию (или ее часть) в виде скалярного произведения с помощью неравенства (4.1), можно определить ее верхнюю или нижнюю границу, а (4.2) позволяет определить условия достижения этой границы.

Запишем очевидное неравенство, справедливое для любых векторов 
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Поскольку это неравенство справедливо при любых (, то полагая 
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, после подстановки и преобразований на основе аксиомы 2, получим:
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откуда следует |(
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В соответствии с аксиомой 1 знак равенства достигается, если 
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, откуда и следует условие (4.2) 
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Приведем классический для техники пример использования неравенства Коши–Буняковского. Пусть на вход некоторого фильтра с постоянными параметрами, комплексный коэффициент передачи которого K(jw) надо определить, подается стационарный случайный процесс со спектральной плотностью мощности S(w) (см. гл.7) и сигнал s(t), который полностью известен. Его спектр равен 
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 – дисперсия помехи на выходе фильтра. 

Пользуясь известными правилами анализа линейных цепей в частотной области [Ушаков], можно записать:
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Представим интеграл, стоящий в числителе, в виде скалярного произведения двух функций: 
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. Применяя неравенство Коши–Буняковского, получим
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Максимально достижимое значение q(t0) получим при 
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Константу с, обеспечивающую отсутствие размерности (K(jw) – безразмерный коэффициент, а размерность 
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Если 
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Как будет показано в гл.5, 
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где Е – энергия сигнала s(t). Таким образом, максимально достижимое отношение сигнал/шум для сигнала s(t) и помехи типа белый шум определяется выражением
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Частотная характеристика фильтра, реализующего данный максимум и называемого согласованным, имеет вид 
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В евклидовых пространствах норму и метрику согласовывают с введенным скалярным произведением, полагая 
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После этого полученное нами неравенство Коши–Буняковского примет окончательный вид (4.1) с условием (4.2).

Два вектора 
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 называется ортогональной системой, если для любой пары векторов этой системы скалярное произведение равно нулю, т. е. 
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, которое можно рассматривать как обобщение теоремы Пифагора, считая 
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[image: image116.wmf]x

r

, 
[image: image117.wmf]y

r

) = 0 при любом ненулевом векторе 
[image: image118.wmf]y

r

, то 
[image: image119.wmf]x

r

 = 
[image: image120.wmf]0

r

. Доказать это утверждение предоставляется читателю. 

Также в качестве упражнения предлагается доказать, что любая ортогональная система ненулевых векторов является линейно независимой.

Скалярное произведение дает возможность определять координаты вектора 
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Записывая представление вектора 
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Это – неоднородная система, иначе совокупность векторов 
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Можно показать, что определитель Грама имеет смысл квадрата объема гиперпараллелепипеда, натянутого на вектора 
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Определитель Грама можно записать в форме
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Если базисная система ортонормальна  (
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Координаты вектора 
[image: image192.wmf]x

r

 относительно ортогонального базиса 
[image: image193.wmf]{

}

^

k

e

r

 равны хп = 
[image: image194.wmf]2

||

||

)

,

(

^

^

k

k

e

e

x

r

r

, а для ортонормального – хп = 
[image: image195.wmf])

,

(

^

k

e

x

r

r

. Читателю предлагается самостоятельно доказать данные утверждения.

С учетом приведенных результатов скалярное произведение в Сп записывается как (
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Часто бывает удобным введение базиса 
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Если базис 
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Взаимный базис используется при переходе от одного базиса к другому.

Приведем примеры евклидовых пространств и ортогональных базисов в них.

1. В Rn ортонормальным базисом является введенный выше базис с векторами
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Его частным случаем для трехмерного пространства R3 являются орты 
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2. В пространстве L2 [a, b] скалярное произведение функций f(t) и g(t) определяется как 
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Если L2 [a, b] или L2 – вещественные функциональные пространства, то знак комплексного сопряжения “*” опускается.
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В L2 [a, b] используются разнообразные базисы, из которых важнейшим является тригонометрический базис, состоящий из функций 1, 
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, k = 1, 2, … . Для промежутка длиной 2( базисной будет система функций 1, cos kt, sin kt. Базисной будет и система 
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 = cos kt + j sin kt, т. е.  каждая функция этой системы является линейной комбинацией функций предыдущей, то обе системы эквивалентны.

Базисные функции не обязательно должны быть непрерывными. Так, в L2 [0, 1]  можно построить ортонормальную базисную систему функций Хаара, определяемую следующим образом.  Функция Хаара (mj(t) отлична от нуля на двоичном промежутке 
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, где m = 1, 2, … , а j = 1, 2, …, 2m-1.  На левой половине двоичного отрезка 
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. Обычно для нумерации функций Хаара используют один индекс k = 2m –1 + j, m = 1, 2, … ; j = 1, 2, …, 2m – 1. При таком обозначении нумерация функций Хаара (k(t) начинается с k = 2. При этом (1(t) полагается равной единице на всем промежутке [0, 1]. На рис. 4.1 приведены первые четыре функции Хаара. Более подробное знакомство с функциями Хаара мы отложим до гл. 6, посвященной специальным функциям.

При описании ортонормальных систем в L2 [a, b]  ключевыми являются понятия полноты и замкнутости. Ортонормальная система 
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f(t) = 0 почти всюду, т. е. допускаются отличия от нуля f(t) в отдельных точках интервала [a, b]. Сказанное означает, что система полна, если в 
L2 [a, b] нет отличной от нуля в указанном выше смысле функции, ортогональной всем функциям данной системы. 

Прежде, чем говорить о замкнутости, установим одно важное неравенство, называемое неравенством Бесселя. Пусть 
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 – ортонормальная система в L2 [a, b]. Поставим в соответствие функции f(t) из L2 [a, b] линейную комбинацию функций системы 
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Записывая необходимое условие экстремума функции п переменных
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получим:

Ck0 = fk = 
[image: image239.wmf])

,

(

)

(

)

(

^

^

j

=

j

ò

k

b

a

k

f

dt

t

t

f

.

Эти коэффициенты, называемые коэффициентами Фурье, определяют для бесконечной ортонормальной системы 
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. Часто этот ряд называют обобщенным рядом Фурье по системе функций 
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 наименьшее уклонение от f(t) в смысле метрики (2. Этот факт называют экстремальным свойством коэффициентов Фурье. 

Запишем выражение для квадрата нормы уклонения f(t) от Sn :
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Так как 
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Дадим геометрическую трактовку полученному результату. Функция 
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 ортогональна всем линейным комбинациям вида 
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, т. е. ортогональна линейной  оболочке системы 
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. Таким образом, неравенство Бесселя можно трактовать как обобщение известной теоремы элементарной геометрии, утверждающей, что длина перпендикуляра, опущенного из данной точки на прямую или плоскость, меньше, чем длина любой наклонной, проведенной  из той же точки. 

Можно дать и физическую интерпретацию неравенства Бесселя. Если рассматривать f(t) ( L2 как падение напряжения на резисторе в 1 Ом, то квадрат нормы ||  f ||2 = 
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В дальнейшем, когда элементы L2 будут иметь смысл сигналов, квадрат нормы сигнала s(t) ( L2 будем также называть энергией сигнала и обозначать как Е, т. е. ||  s ||2 = 
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Энергия соответствующего f(t) ряда Фурье 
[image: image260.wmf]å

¥

=

^

j

1

)

(

k

k

k

t

f

 будет равна 


[image: image261.wmf]å

ò

å

¥

=

¥

¥

-

¥

=

^

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

j

=

1

2

2

1

)

(

k

k

k

k

k

s

f

dt

t

f

E

.

Таким образом, в силу ортонормированности системы 
[image: image262.wmf]{

}

)

(

t

k

^

j

 
[image: image263.wmf]2

2

0

k

k

f

C

=

 имеет смысл энергии k-го члена обобщенного ряда Фурье (энергии k-й гармоники) и неравенство Бесселя фиксирует тот факт, что при разложении в обобщенный ряд Фурье энергия исходной функции (сигнала) не меньше, чем сумма энергий гармоник.

Теперь мы готовы к тому, чтобы дать следующее важное определение. Ортонормальная система 
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 называется замкнутой в L2 [a, b], если для ( f(t) ( L2 [a, b]  неравенство Бесселя обращается в равенство Парсеваля, т. е. 
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Обобщением (4.4) является обобщенное равенство Парсеваля, в соответствии с которым для ( f(t) и  g(t) ( L2 [a, b]  

(f, g) = 
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для комплексного варианта L2 [a, b] и (f, g) = 
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Доказать (4.5) предлагается читателю.

Для L2 [a, b]  понятия замкнутости и полноты эквивалентны.

Среди бесконечномерных евклидовых пространств центральную роль играют так называемые гильбертовы пространства.

Определение. 

Гильбертовым пространством называется полное  евклидово пространство бесконечного числа измерений(. Обычно оно обозначается буквой Н по фамилии знаменитого немецкого математика Д. Гильберта, который ввел это понятие.  

Преимущество ортогональных базисов состоит в том, что для отыскания координат вектора в ортогональном базисе нет необходимости решать линейную систему уравнений. Для ортогонального базиса 
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 координаты вектора, принадлежащего L2 (для функции  f(t)  коэффициенты Фурье), равны:
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В этой связи актуальной является задача построения на основе линейно независимой системы векторов эквивалентной ей ортогональной системы. Такую возможность дает процедура Грама–Шмидта.

Пусть 
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 – система линейно независимых векторов и нам надо построить ортогональную систему, каждый вектор которой был бы линейной комбинацией векторов системы 
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Выберем в качестве первого вектора новой системы  первый вектор исходной, т. е. 
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Таким образом, в основе процедуры лежит следующая идея: 
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. Иллюстрация этой процедуры для R2 (плоскости) приведена на рис. 4.2.

Поясним описанную процедуру с помощью нескольких примеров.

1. Система функций вида 
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так как заменой 
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k = 0, 1, …, с которой мы уже встречались. 

Ортогональная система на промежутке [0, () в соответствии с процедурой Грама–Шмидта строится следующим образом. Первая функция 
[image: image305.wmf]ct

e

t

-

^

=

j

)

(

1

; вторая 
[image: image306.wmf]ct

ct

e

e

t

2

21

2

)

(

-

-

^

+

l

=

j

, где 
[image: image307.wmf](

)

3

2

0

2

0

2

21

-

=

-

=

l

ò

ò

¥

-

¥

-

-

dt

e

dt

e

e

ct

ct

ct

, таким образом 
[image: image308.wmf]ct

ct

e

e

t

-

-

^

-

=

j

3

2

)

(

2

2

. Такая система используется для аппроксимации корреляционных функций стационарных случайных процессов, о которых пойдет речь в гл.7.

2. Полиномы Лежандра.

Полиномы Лежандра Pk(t) получаются на основе ортогонализации на промежутке [–1, 1] системы линейно независимых функций 
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[image: image310.wmf]{

}

k

t

, будет линейной комбинацией степеней t, т. е. Pk(t) = 
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В соответствии с процедурой Грама–Шмидта 

P0(t) = t0 = 1;

P1(t) = (10 P0(t) + t, где 
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P2(t) = (21 P1(t) + (20 P0(t) + t2, где 
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Построенная система полиномов Лежандра нормирована таким образом, чтобы коэффициент при старшей степени равнялся бы единице. Используют и другие способы нормировки (см. гл.6).

В L2 [a, b]  можно ввести метрику, учитывающую, в каких точках промежутка [a, b] возникает отклонение функций друг от друга, т. е.


[image: image320.wmf](

)

ò

-

=

r

b

a

p

dt

t

p

t

g

t

f

g

f

)

(

)

(

)

(

)

,

(

2

2

,

где p(t) – весовая функция. Весовая функция должна быть неотрицательной, и для ( f(t) ( 
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Система функций 
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 – квадрат нормы по весу p(t).

Система функций 
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, ортогональная с весом p(t), может быть превращена в просто ортогональную, если рассматривать функции 
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Ортогонализация системы линейно независимых функций 
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, k = 0, 1, … на различных промежутках с различными весовыми функциями позволяет построить системы ортогональных полиномов 
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Классическими называют ортогональные полиномы, у которых весовая функция p(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
[image: image330.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

)

(

t

p

t

t

p

t

dt

d

t

=

s

, где ((t)  и ((t)  – полиномы степени не выше первой и второй соответственно. Их конкретный вид определяется интервалом ортогональности, который может быть конечным, полубесконечным, или соответствовать всей числовой оси (–(, (). В табл.4.1 приведены основные характеристики классических ортогональных полиномов.

Табл.4.1

(a, b)
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p(t)
Обозначения
Наименование

[– 1, 1]
1 – t2
– ((+(+2)t +

+ ( – (;

(, ( > – 1

[image: image331.wmf]b

a

+

-

)

1

(

)

1

(

t

t



[image: image332.wmf])

(

)

,

(

t

P

k

b

a


Полиномы Якоби

Частные случаи полиномов Якоби

[– 1, 1]
1 – t2
– 2t
1

[image: image333.wmf])

(

t

P

k


Полиномы Лежандра

[– 1, 1]
1 – t2
– t

[image: image334.wmf]2

1

1

t

-



[image: image335.wmf])

(

t

T

k


Полиномы Чебышева
 I рода

[– 1, 1]
1 – t2
– 3t

[image: image336.wmf]2

1

t

-



[image: image337.wmf])

(

t

U

k


Полиномы Чебышева
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Обобщенные полиномы Лагерра
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Полиномы Эрмита

Более подробное знакомство с классическими ортогональными полиномами мы отложим до гл.6, посвященной специальным функциям.

Кроме процедуры ортогонализации исходной системы линейно независимых функций существуют и другие способы построения ортогональных систем. 

Один из наиболее употребительных состоит в следующем. Выбирается функция, отражающая наиболее характерные особенности множества функций, которые предполагается раскладывать по конструируемой ортогональной системе. Эти особенности могут заключаться в периодичности, финитности преобразования Фурье (ограниченность спектра), непостоянстве поведения (нестационарности) на рассматриваемом промежутке и пр. Параметры этой функции согласовываются с параметрами множества представляемых функций (величина периода, полоса занимаемых частот – ширина спектра). Ортогональная система формируется на базе построенной функции (она называется иногда материнской) с помощью операции масштабирования и (или) сдвига. 

Поясним эту процедуру на примерах.

1. Тригонометрическая система.

Тригонометрическая система используется для представления периодических функций, поэтому в качестве материнской функции выбирается функция sin t. Так как эта функция нечетная, то для представления четной составляющей раскладываемой функции необходима функция cos t, которая получается из функции sin t с помощью операции сдвига на (/2. Далее происходит согласование периодов материнской функции и представляемых. Если они имеют период Т, то мы будем использовать функции 
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. Завершает построение ортогональной системы операция масштабирования  и мы получаем систему 
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2. Базис Котельникова

Как уже отмечалось выше, этот базис используется для представления функций, преобразование Фурье которых 
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 (спектральная функция, спектральная плотность или просто спектр), тождественно равно нулю, если | f | > F. 

В качестве материнской используется функция 
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, преобразование Фурье которой равно ( при | f | ( 1/2( и нулю при | f | > 1/2(. Для согласования ширины спектра F материнской функции 
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 и представляемых сигналов используется операция масштабирования и мы приходим к функции 
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, спектр которой тождественно равен нулю при | f | > F. 
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Для построения ортогональной системы используется операция сдвига k-ой функции системы на время k(t, где (t = 1/2F, за счет чего получаем 
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Доказательство ортогональности полученной системы и более подробное знакомство с ее свойствами мы отложим до главы, в которой рассматривается преобразование (оператор) Фурье. 

3. Система функций Хаара. 

Система функций Хаара используется для представления функций, заданных на конечном промежутке [a, b], который с помощью замены 
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 может быть сведен к промежутку [0, 1]. Она оказывается полезной для представления функций, свойства которых (скорость изменения, интенсивность) меняются в пределах [a, b] и соответственно [0, 1]. В качестве материнской выбираем функцию (2(t), приведенную на рис. 4.1. Функция, равная константе (в данном случае (1(t) = 1, t ( [0, 1]) присутствует в любой базисной системе и служит для представления постоянной составляющей раскладываемой в ряд функции. Следующая операция – это масштабирование с масштабным коэффициентом 
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, m = 1, 2, …, т. е. переход к функциям 
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, которые изображены на рис. 4.3.

Завершает построение ортогональной системы операция сдвига, при которой функции, соответствующие одному и тому же m сдвигаются так, чтобы они не перекрывались. В результате, после нормировки (умножения полученной функции на 
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), мы приходим к системе Хаара, рассмотренной выше.
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Еще один способ построения ортогональных систем основан на перемножении функций некоторой исходной системы. Рассмотрим в качестве примера систему функций Уолша. За основу при построении системы функций Уолша берутся функции Радемахера 
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 представленные на рис.4.4. Система функций Радемахера не может быть базисной, так как она содержит только нечетные по отношению к середине промежутка [0, 1] функции. Для функций Уолша используют несколько способов упорядочения (нумерации). Для рассматриваемого  способа обычно используют обозначение pal(p, t) и система называется упорядоченной по Пэли. Алгоритм построения системы Уолша-Пэли состоит в следующем. Записывается двоичное представление 
номера функции 
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, так как 7 = 22 + 21 + 20.

Наиболее универсальным способом построения ортогональных базисных систем является использование собственных функций линейных 
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( Требование бесконечномерности пространства часто опускают.
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