групп и их использованием в задачах радиотехники можно ознакомиться с помощью учебного пособия [Подкопаев Б.П.].

Рассмотрим множества, на которых определены две бинарные операции: сложение и умножение. Если по  отношению к операции сложения мы имеем абелеву группу, а по отношению к операции умножения – моноид, и операции сложения и умножения связаны законом дистрибутивности (для любых трех элементов a, b, c множества выполняется соотношение a(b + c) = = ab + ac), то такая алгебраическая структура называется кольцом.

Примерами колец могут служить множество произвольных квадратных матриц одного порядка, множество многочленов степени не выше п.

Если по отношению к операции умножения элементы также образуют абелеву группу, то кольцо превращается в поле.
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Для обозначения произвольного поля часто используют символ F. Поля, заданные на конечных множествах, называют полями Галуа и обозначают как GF(n), где п – число элементов множества. Так, например, если на множестве Z2 операцию сложения определить в соответствии с табл. 1.3, а, а операцию умножения задать таблицей, приведенной на рис. 1.4, в соответствии с которой ненулевые элементы образуют абелеву группу, то получим поле GF(2). Его обобщением будет поле GF(p), состоящее из множества простых чисел Zp = {0, 1, 2, …, p – 1} со следующими правилами сложения и умножения: для любых а, b ( Zp  a + b = c, где c – остаток от деления (а + b) / р, 0 ( c ( p – 1; 
a(b = d, где d – остаток от деления a(b/р, 0 ( d ( p – 1.

Иногда при определении кольца требуется, чтобы по отношению к операции умножения мы имели бы лишь полугруппу, а кольцо в нашем определении называют кольцом с единицей или унитарным кольцом [Р. Фор, А. Кофман, М. Дени-***].

Примерами полей по отношению к обычным операциям сложения и умножения являются множества рациональных чисел Q, вещественных чисел R, комплексных чисел С.

ГЛАВА 2. МЕТРИЧЕСКИЕ И НОРМИРОВАННЫЕ 

ПРОСТРАНСТВА

2.1. Понятие метрического пространства

Множество Х элементов различной природы образует метрическое пространство, если любой паре элементов xi, xj, принадлежащих данному множеству (xi, xj (Х), поставлено в соответствие (определено) неотрицательное вещественное число  ( (xi, xj), называемое расстоянием между элементами xi и  xj. Символически сформулированное определение записывается как (Х, (). Расстояние можно понимать как вещественную неотрицательную функцию, заданную на любой паре элементов множества Х.

Данная функция должна удовлетворять следующим трем аксиомам:

1. ( (xi, xj) = 0 только, если xi = xj.

Заметим, что при задании на одном и том же множестве Х различных метрик, из равенства нулю расстояния между элементами в одной метрике не следует равенства нулю расстояния в другой. Примеры подобных ситуаций будут приведены ниже.

2. ( (xi, xj) = ( (xj, xi).

Это утверждение называют аксиомой симметрии.

2. Для любых xi, xj, xk (Х  ( (xi, xk) ( ( (xi, xj) + ( (xj, xk).

Данное утверждение представляет собой аксиому треугольника, обобщающую на произвольные пространства хорошо известное из геометрии неравенство треугольника, в соответствии с которым любая сторона меньше суммы двух других сторон. 

Обычно метрические пространства (Х, () обозначаются одной буквой, определяемой типом множества, на котором определена метрика.

Рассмотрим примеры метрических пространств.

1. Пусть для элементов множества Х  ( (xi, xj) =
[image: image233.wmf] 

·

 0

 1

 0

 0

 0

 1

 0

 1

Рис. 1.4

. Нетрудно проверить, что все аксиомы метрики в этом случае выполняются. Такое метрическое пространство называют пространством изолированных точек.

2. Множество действительных чисел R при задании расстояния как 
[image: image2.wmf](
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, где x и y – любые числа, принадлежащие R, образует метрическое пространство R.

3. Будем называть упорядоченную совокупность из n действительных чисел 
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 n-мерным вектором  
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 и обозначать как 
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). Если во вновь образованном множестве n-мерных векторов задать расстояние в виде  
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, то получим n-мерное вещественное (действительное) евклидово пространство 
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. Аналогично определяется n-мерное комплексное пространство 
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. Расстояние 
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 является частным случаем метрики 
[image: image12.wmf](

)

p

n

k

p

k

k

p

y

x

1

1

,

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

r

å

=

y

x

r

r

, где р – любое число, не меньшее единицы. Часто удобно бывает рассматривать евклидово расстояние с весом, определяемым вектором 
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 с неотрицательными компонентами 
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На множестве  n-мерных векторов можно задать и иные метрики. Например, обобщенную метрику Хэмминга 
[image: image16.wmf](
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 или метрику 
[image: image17.wmf](
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, называемую иногда метрикой равномерного приближения.

Обычная метрика Хэмминга определяется на множестве  n-мерных векторов, элементы которых принимают лишь два значения: 0 или 1. Такие вектора образуют п-разрядные кодовые последовательности (кодовые слова), и 
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 определяет количество разрядов, в которых одно кодовое слово отличается от другого. Данная метрика широко используется в теории кодирования. 

Введенные метрические пространства часто обозначают как 
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при использовании метрики 
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 для хэмминговой метрики 
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, если в качестве метрики берется 
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4. Евклидово пространство 
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 может быть обобщено на случай бесконечномерных векторов 
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( R и выполняется условие 
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. Расстояние между векторами данного пространства определяется формулой 
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, а оно само обозначается как l2.

Если элементы векторов бесконечномерного векторного пространства образуют ограниченные последовательности, то можно обобщить метрику 
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– точная верхняя грань, обобщение понятия 
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 для бесконечных последовательностей.

5. Рассмотрим множество C[a, b] всех функций, непрерывных на сегменте [a, b] и определим метрику по аналогии с 
[image: image36.wmf](
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, т. е. расстояние между любыми функциями f(t) и g(t) из C[a, b] зададим как 
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. С помощью замены переменной область определения функций может быть преобразована к сегменту [0, 1].  Метрическое пространство C[0, 1] обычно обозначается как С.

6. Если на множестве C[a, b] ввести метрику по аналогии с 
[image: image38.wmf](
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т. е. 
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, то такое метрическое пространство называют пространством непрерывных функций  с квадратичной метрикой. 

7. Метрика (2(f, g) может быть определена и на более широком множестве функций, любая из которых удовлетворяет условию 
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. Такое множество обозначается обычно как L2[a, b] и после введения метрики 
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 превращается в метрическое пространство с сохранением обозначения L2[a, b].

Если речь идет о функциях, определенных на всей оси (–(, () и удовлетворяющих условию 
[image: image42.wmf]¥
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, то соответствующее метрическое пространство обозначается как L2. Отметим, что элементами L2[a, b] или L2 могут быть как вещественные функции, так и функции, принимающие комплексные значения. 

Как и для конечномерных пространств, часто используют евклидово расстояние с весом p(t), где p(t) – неотрицательная функция, и для каждой функции f(t) из L2[a, b] 


[image: image43.wmf]¥

<

ò

b

a

dt

t

p

t

f

)

(

)

(

2

,

т. е. расстояние между функциями f(t) и g(t) определяется как 

(2(f, g) =
[image: image44.wmf](
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Выше были рассмотрены метрики, определяемые для достаточно общих множеств. Для специфических множеств могут быть введены свои способы определения расстояния. Так, для множества всех пар вещественных чисел 
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, лежащих на окружности единичного радиуса с центром в начале координат и, следовательно, удовлетворяющих условию x2 + y2 = 1, одна из возможных метрик такова:
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Рис. 2.4
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т. е. представляет собой длину хорды, соединяющей точки xi, yi и xj, yj (см. рис. 1). 

Другая метрика получится, если в качестве 
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 взять d2 – длину наименьшей дуги, соединяющей точки xi, yi и xj, yj.

Примером специфической метрики может также служить “метрика города”, заданная для множества, состоящего из всех домов города и определяемая как минимальная длина пути между домами по улицам города, т. е. 
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, где Lij – множество всех путей по улицам, соединяющим дома xi и xj. 

Введенные выше метрики могут быть определены с соответствующими поправками и для множества комплексных чисел, множества векторов с комплексными элементами, множества комплекснозначных функций. Например, для множества комплекснозначных функций, каждая из которых удовлетворяет условию 
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, евклидово расстояние

(2(f, g) =
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2.2. Сходимость по метрике. Полнота метрических пространств

Говорят, что последовательность элементов 
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 метрического пространства (Х, () сходится к элементу х(Х, если 
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Последовательность 
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 элементов  метрического пространства (x, () называется фундаментальной или последовательностью Коши, если 
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 такое, что из условия n, m > N следует, что 
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Из аксиомы 3 следует, что любая сходящаяся последовательность является последовательностью Коши. Обратное утверждение в общем случае неверно, так как для последовательности Коши предельный элемент может не принадлежать метрическому пространству Х. 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий приведенное утверждение. Пусть на множестве С непрерывных на промежутке [0, 1] функций рассматривается последовательность функций вида 
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Если на данном множестве задать евклидову метрику 
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, то данная последовательность будет фундаментальной, так как 
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 такое, что при n, m > N выполняется неравенство 
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. Но последовательность xn(t) не является сходящейся, так как предельный элемент, прямоугольная функция, не принадлежит С, поскольку в точках 0 и 1 нарушаются условия непрерывности.

Метрическое пространство, в котором каждая последовательность Коши сходится, называется полным метрическим пространством.

Рассмотренный выше пример позволяет утверждать, что множество функций, непрерывных на сегменте [0, 1], с евклидовой метрикой не является полным метрическим пространством. С другой стороны можно показать, что это же множество при задании метрики равномерного приближения 
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 является полным метрическим пространством.

Метрические пространства, рассмотренные в примерах 1 – 7 предыдущего раздела, за исключением примера 6, о котором только что шла речь, являются полными.

Важным понятием, связанным с метрическим пространством, является понятие множества, плотного в рассматриваемом метрическом пространстве. Пусть Х – метрическое пространство. Множество Х0 ( Х  является плотным в Х, если 
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 такой, что 
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. Это эквивалентно утверждению, что для любого х ( Х существует последовательность 
[image: image63.wmf]{

}

n

x

( Х0  такая, что 
[image: image64.wmf]x

x

n

r

®

.

Если множество Х0, плотное в Х, является счетным, то метрическое пространство Х  называется сепарабельным.

Примерами сепарабельных пространств могут служить Rn, C[a, b]. Для Rn плотным множеством является совокупность п-мерных векторов с рациональными элементами, а  для C[a, b] это множество алгебраических многочленов с рациональными коэффициентами, которыми в соответствии
с теоремой Вейерштрасса можно равномерно, т. е. по метрике 
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, аппроксимировать любую непрерывную на [a, b] функцию. 

2.3. Принцип сжимающих отображений и его применение

Многие задачи, в том числе и связанные с радиотехникой, решаются с помощью итерационной процедуры, в основе которой лежит принцип сжимающих отображений.

Отображением называют правило А, по которому каждому элементу х одного непустого множества Х ставят в соответствие некоторый элемент у непустого множества Y. Это сопоставление записывается как А: Х( Y для множеств или как у = А(х) (иначе, у = Ах) для элементов.

Часто отображение действует в одном и том же множестве, т. е. исходные элементы (прообразы) и получаемые при отображении (образы) принадлежат одному и тому же множеству Х. Такое отображение можно записать как x’ = Ax’’, где x’, x’’(Х.

Сформулируем теперь  принцип сжимающих отображений. Пусть Х – метрическое пространство с метрикой (. Отображение А пространства Х в себя называется сжимающим отображением, если ( (( <1) такое, что для 
(( x’, x’’(Х) выполняется неравенство 

((А x’, Аx’’)(((( x’, x’’)                                       (2.1)

Из определения (2.1) видно, что всякое сжимающее отображение непрерывно, так как из 
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Точка х называется неподвижной точкой отображения А, если Ах = х,
т. е. неподвижная точка – это решение уравнения 

Ах = х.                                                     (2.2)

Справедлива теорема: всякое сжимающее отображение, определенное в полном метрическом пространстве Х, имеет одну и только одну неподвижную точку. Иными словами, существует единственное решение х* уравнения (2.2), которое может быть получено как предел последовательности 
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хп = Ахп–1, п = 0, 1, … ,                                       (2.3)

а х0 – произвольный элемент из области определения оператора А. При этом скорость сходимости итерационной процедуры (2.3) определяется неравенством


[image: image69.wmf](

)

(

)

0

1

*

,

1

,

x

x

x

x

n

n

r

a

-

a

£

r

,

где ( определено в (2.1).

Принцип сжимающих отображений лежит в основе отыскания приближенных решений различных типов уравнений (алгебраических, дифференциальных, интегральных). Рассмотрим простейший пример использования принципа сжимающих отображений для решения уравнения x = f(x), к которому можно свести уравнение F(x) = 0, введя функцию  f(x) = x – (F(x), где 
( – число, выбираемое так, чтобы отображение f  было бы сжимающим.

Будем считать, что функция f ( C[a, b] удовлетворяет условию Липшица 
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 с константой k <1 и отображает сегмент [а, b] в себя. В этом случае f – сжимающее отображение и в соответствии с сформулированной выше теоремой имеет единственную неподвижную точку, являющуюся корнем уравнения x = f(x). Этот корень определяется как предел последовательности x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1), …, xn = f(xn–1), определяющей итерационную процедуру отыскания корня уравнения.
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Если функция f(x) дифференцируема на сегменте [а, b],  и при этом
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, то отображение, задаваемое f, является сжимающим с вытекающими из этого последствиями.

На рис. 2.2 и рис. 2.3 представлен ход последовательных приближений решения уравнения x = f(x) для случаев 
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Число итераций зависит от начального приближения х0, требуемой точности решения уравнения и значений производной в области итераций. Итерационная процедура заканчивается, если выполняется условие 
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, где ( – допустимая величина погрешности.
Рассмотрим конкретный пример. Пусть требуется определить постоянную времени T = RC интегрирующей RC- цепи, обеспечивающую при подаче на вход прямоугольного видеоимпульса с амплитудой Um и длительностью (и, а также белого шума со спектральной плотностью мощности 
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максимальное значение отношения сигнал/шум, понимая под ним отношение наибольшего значения сигнала на выходе к действующему значению выходного шума.

Наибольшее значение сигнала на выходе достигается к моменту окончания импульса и равно 
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. Действующее (среднеквадратическое) значение шума на выходе можно записать как 
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. Вводя безразмерную переменную 
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, получим выражение, которое надо исследовать на экстремум: 
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 – максимально достижимое для данного сигнала и белого шума отношение сигнал/шум, получаемое с помощью согласованного фильтра. Исследуя функцию 
[image: image83.wmf]x

x

)

exp(

1

-

-

 на экстремум, получим следующее уравнение для отыскания точки экстремума:
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Рис. 1.4

На рис. 2.4. приведено графическое решение данного уравнения. Как видно, из-за невыполнения в окрестности корня х* условия 
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, итерационная процедура либо сходится к х = 0, что соответствует минимуму отношения сигнал/шум, равному нулю (убедиться в этом можно, раскрыв неопределенность f(0) по правилу Лопиталя), либо расходится, если начальное приближение х02 взято правее корня х*. Однако если перейти к уравнению x = f –1(x), где 
 f –1(x) – функция, обратная 
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, т. е.   f –1(x) = ln (2x + 1) (см. пунктирный график  на рис. 2.4), то условие существования неподвижной точки выполняется и, осуществляя несколько итерационных шагов, получим с приемлемой точностью значение х* = хopt ( 1.2. Этому решению соответствует оптимальное значение постоянной времени Тopt ( 0.8 (и. Получаемое при этом отношение сигнал/шум составляет примерно 0.9q.  

2.4. Нормированные пространства

Рассмотренные выше способы задания метрики обобщают понятие расстояния между двумя точками на плоскости или в пространстве на множества произвольной природы, превращая их в метрические пространства. Аналогично, обобщением понятия длины вектора является норма.

Нормой элемента 
[image: image87.wmf]x

r

 произвольного векторного пространства Х, обозначаемой как ||
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||, называют неотрицательное вещественное число, причем способ отображения Х в множество R+ (множество неотрицательных вещественных чисел) должен удовлетворять следующим условиям:

1. ||
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2. ||(
[image: image92.wmf]x

r

|| = |(| ( ||
[image: image93.wmf]x

r

|| , где ( – скаляр;

3. ||
[image: image94.wmf]x

r

 +
[image: image95.wmf]y

r

|| ( ||
[image: image96.wmf]x

r

|| + ||
[image: image97.wmf]y

r

|| (неравенство треугольника). 
Векторное пространство Х, в котором введена норма, называется нормированным пространством. Норма позволяет ввести в Х метрику, определив расстояние между векторами 
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Приведем некоторые примеры нормированных пространств. 

1. Если на множестве вещественных чисел R определить ||x|| = |x|, то R становится нормированным пространством.

2. В Rn в соответствии с введенными выше метриками можно определить  ||
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3. Для пространства C[a, b] обычно используется || f ||0 =
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Для комплекснозначных пространств в соответствии с аксиомами нормы и метрики используются соотношения ||
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Заканчивая разговор о метрике и норме, отметим, что в геометрии способ задания метрики определяет геометрическую систему. Так, на искривленной поверхности расстояние между двумя точками с декартовыми координатами xi, yi и xj, yj  в общем случае определяется как
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где (х = xi – хJ, (y = yi – yJ, а система чисел gxx, gxy, gyx, gyy образует фундаментальный метрический тензор, полностью определяющий геометрическую систему. Так, при gxx, =  gyy = 1 и gxy = gyx выполняется соотношение 
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, характеризующее систему (геометрию) Евклида. Планиметрии Лобачевского, построенной на поверхности, напоминающей грамофонную трубу, и планиметрии Римана, построенной на сфере, соответствуют другие значения чисел, определяющих фундаментальный метрический тензор.

ГЛАВА 3. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Линейные пространства, называемые также иногда векторными, относятся к числу важнейших математических структур, широко используемых в самых различных приложениях. Их элементы называют векторами или точками.

Линейные пространства (ЛП) строятся над произвольными полями F, элементы которых, называемые скалярами, используются для построения векторов (элементов ЛП). Наиболее часто используются поля вещественных или комплексных чисел. В соответствии с этим говорят о действительных или комплексных ЛП. 

Определение. Непустое множество L элементов 
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, … (L может быть конечным, счетным или несчетным, его элементы могут быть векторами в обычном понимании этого слова, матрицами или функциями) называется линейным или векторным пространством, если выполняются следующие условия, называемые аксиомами ЛП:

1. Для любых 
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( L, называемый суммой элементов 
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. При этом по отношению к введенной операции сложения векторов L образует абелеву группу [БП]. Напомним, что это означает выполнение следующих условий:
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· в L существует нулевой вектор 
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· для (
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( L существует элемент  –
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, называемый обратным для  
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 ( L выполняется равенство 
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2. Для ( ( ( F и 
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( L определен элемент (
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( L (произведение вектора на скаляр), причем:

· (((
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, где е – нейтральный элемент по отношению к операции умножения в поле F (е = 1 для поля комплексных и вещественных чисел);

· для ( (, ( ( F выполняется равенство (( + ()
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Примеры линейных пространств. 

1. Совокупность действительных чисел с обычными арифметическими операциями сложения и умножения образует ЛП R1. 

2. Совокупность векторов 
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 = (х1, х2, …, хп), где хi ( R или С, называют п-мерным линейным арифметическим пространством Rп  или Сп соответственно, если выполняются следующие правила суммирования векторов и умножения на скаляр: 
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 = (х1 + y1, х2 + y2, …, хп + yn) и 
(
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 = ((х1, (х2, …, (хп).

3. Непрерывные на отрезке [a, b]  вещественные или комплексные функции с обычными правилами сложения функций и умножения на скаляр образуют ЛП С [a, b].

4. Аналогично определяется ЛП, элементами которого являются функции с интегрируемым квадратом  L2[a, b] или L2.

Линейная зависимость.

Рассмотрим совокупность ненулевых векторов 
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В C[a, b] базисную систему образует совокупность степенных функций 
{tn}, n = 0, 1, 2, … . Линейная независимость при конечном п доказывается на основании основной теоремы высшей алгебры, утверждающей, что многочлен степени не выше п вида 
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На основании теоремы Вейерштрасса любая непрерывная на сегменте [a, b] функция может быть сколь угодно точно аппроксимирована в смысле метрики 
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 при | f | > F ), базисную систему образует совокупность функций 
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Далее будет показано, что координаты 
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Для бесконечномерных ЛП выбор базисной системы зависит от используемой метрики. Так, при использовании в L метрики 
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 линейно независимая система функций 
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Если используется евклидова метрика 
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Стремление 
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 базисную систему образует совокупность функций 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, …, называемая тригонометрической системой функций. 
Рис. 2.1.
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