1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

Центральным понятием, вокруг которого группируется изложение последующего материала, является понятие пространства, под которым понимают множество объектов, между элементами которого аксиоматически заданы определенные соотношения. Теория множеств – сравнительно молодой раздел математики. Основополагающие работы в этой области, принадлежащие Георгу Кантору, датированы концом XIX столетия.

Остановимся кратко на основных понятиях теории множеств.

1.1. Общие сведения о множествах. Операции над множествами

Множеством называют совокупность объектов, объединенных общими свойствами. Задать множество – значит указать признак, по которому можно определить, принадлежит ли данный элемент рассматриваемому множеству, или нет.

Множества обычно обозначают заглавными латинскими буквами, а их элементы, там, где это возможно, соответствующими малыми буквами. Например, множество натуральных чисел 1, 2, …, п, … обозначают как N, множество целых чисел 0, ( 1, ( 2, …, ( п, … как Z и т. д. 

Если множество содержит небольшое число элементов, то они могут быть перечислены. Например, множество А, содержащее три элемента а1, а2, а3 записывается следующим образом: А = {а1, а2, а3}. Принадлежность элемента а множеству А записывается как а ( А.

Если нужно записать, что элемент а не принадлежит множеству А, то пишут  а 
[image: image1.wmf]Î

 А. Множество А называется подмножеством множества В, если все элементы множества А принадлежат множеству В. Это записывается как А ( В. Если при этом в множестве В есть элементы, не принадлежащие множеству А, то соответствующая запись имеет вид А ( В. При этом А называется правильной частью множества В. Например, множество натуральных чисел является подмножеством множества целых чисел, т. е. 
N ( Z.

Полезным является понятие пустого множества, не содержащего ни одного элемента. Его обычно обозначают символом (. Например, множество вещественных корней уравнения х2 + 1 = 0 является пустым множеством.

Универсальным способом задания множества является выражение вида S = {обозначение элемента множества; признак принадлежности элемента множеству}. Например, множество рациональных чисел Q может быть задано как Q = 
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 . В дальнейшем нам придется встречаться с множеством функций, интеграл от квадрата которых ограничен, т. е. 
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. Такое множество обозначают как
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На языке радиотехники  L2 – множество сигналов с конечной энергией 
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Другим примером функциональных множеств является множество финитных во времени сигналов DT = {f (t); f (t) = 0 при t
[image: image6.wmf]Î

[0, T]}. 
Важную роль в радиотехнике играет множество сигналов с финитным спектром BF, для которых преобразование Фурье равно нулю вне полосы частот [–F, F]:
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Со свойствами преобразования Фурье (оператора Фурье) мы познакомимся в главе 5.

Рассмотрим операции над множествами.

1. Если А ( В  и В ( А, то множества А и В равны, т. е. А = В.

2. Суммой, или объединением множеств А и В, называют множество S, состоящее из всех элементов множеств А и В и не содержащее никаких других элементов. Иначе говоря, множество S является суммой множеств А и В, если элементы множества S принадлежат хотя бы одному из множеств А и В. Случай принадлежности элементов множества S обоим множествам А и В не исключается. Множества, имеющие общие элементы, называются пересекающимися. Операция суммирования, или объединения множеств обозначается либо символом суммирования (, либо символом объединения (. Операции суммирования (объединения) распространяются на конечное или бесконечное число суммируемых (объединяемых) множеств:
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Из определения подмножества следует, что если А ( В, то А ( В = В.

3. Пересечением множеств А и В, называют множество P, состоящее из  элементов, являющихся общими для  множеств А и В и не содержащее никаких других элементов. Операция пересечения записывается как 
Р = АВ  или Р = А ( В. Как и операция объединения, операция пересечения множеств распространяется на конечное или бесконечное число множеств: 
[image: image12.wmf]I

n

i

i

n

i

i

A

A

P

1

1

=

=

=

=

Õ

 и 
[image: image13.wmf]I

¥

=

¥

=

=

=

Õ

1

1

i

i

i

i

A

A

P

. Если А ( В, то А ( В = А. Для непересекающихся (не имеющих общих элементов) множеств А и В выполняется соотношение А ( В = (.

Операции объединения и пересечения множеств связаны законом дистрибутивности: А (В + С) = АВ + АС. 

4. Разностью множеств А и В, называют множество R, состоящее из  тех элементов множества А, которые не входят в множество В, что обозначается как R = А \ В.

Нетрудно убедиться, что для трех множеств А, В, С справедливо соотношение А (В \ С) = АВ \ АС.

Можно определить так называемую симметрическую разность множеств А и В как объединение двух разностей А \ В и В \ А. Симметрическая разность обозначается символом (: А ( В = (А \ В) ( (В \ А).

Часто приходится рассматривать совокупность множеств Ai, являющихся подмножествами некоторого основного (универсального) множества S. В теории вероятностей, например, в качестве такого множества выступает множество элементарных событий. Для данной совокупности множеств разность S \ Ai называется дополнением множества Ai и обозначается как ( Ai или 
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. Справедлив так называемый принцип двойственности, в соответствии с которым дополнение суммы равно пересечению дополнений, а дополнение пересечений равно сумме дополнений:
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Введенные операции наглядно иллюстрируются с помощью диаграмм Эйлера-Венна, приведенных на рис. 1.1, где штриховкой обозначены результаты соответствующих операций.
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Рис. 1.1


Удобным инструментом для построения новых множеств является операция декартового (прямого) произведения множеств. Декартовым произведением множеств А и В называется множество D, элементами которого называются всевозможные упорядоченные пары элементов множеств А и В, обозначаемые как < a, b >, т. е.

D = A ( B = {d; d = < a, b >, a ( A, B ( B}.

Степенью множества называют п-кратное декартово произведение множества на самого себя. Так, например, если R – множество вещественных чисел, то R ( R = R2 является множеством всех точек на плоскости, а степень порядка п множества R определяет множество п-мерных векторов Rn.

1.2. Взаимно однозначное соответствие. Эквивалентность 

множеств. Мощность множества

Определим понятие отображения множества как правило, по которому элементы множества А ставятся в соответствие элементам множества В. Это соответствие f в зависимости от характера (типа) множеств А и В может называться функцией, функционалом, оператором и т. д. Для обозначения отображения  f  из А в В часто используют запись f : А ( В. Множество А задает область определения отображения f, а множество В – область значений.

Если отображение f устанавливает взаимно однозначное соответствие между элементами множеств А и В, т. е. каждому элементу а множества А соответствует только один элемент b = f (a), называемый образом элемента а  и каждому элементу b множества B соответствует только один элемент
a = f –1 (b), называемый прообразом элемента b, то отображение называется биентивным или биекцией. 

Если при взаимно однозначном отображении А в В в множестве В содержатся элементы, не получаемые с помощью данного отображения, то отображение называется инъекцией. Сказанное иллюстрируется рис. 1.2.
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Рис. 1.2


Если между элементами множеств А и В установлено взаимно однозначное соответствие, то такие множества называются эквивалентными., что обозначается как А ( В. Отметим, что равные множества эквивалентны. Из эквивалентности множеств равенство в общем случае не следует. Для конечных множеств эквивалентность означает равенство числа элементов множеств. Число элементов эквивалентных между собой конечных множеств определяет мощность этих множеств. Мощность множества А  обозначается как 
[image: image18.wmf]A

 или card A, или |A|. Для конечного множества 
[image: image19.wmf]A

= п. 

Для бесконечных множеств мощность является инструментом для построения иерархии множеств. Поясним это положение. Простейшим бесконечным множеством является множество натуральных чисел N = {1, 2, …, п, …}. Любое множество А, эквивалентное множеству N, называется счетным. Его мощность обозначается символом а. Множество А является счетным, если его элементы можно пронумеровать, т. е. представить в виде А = {а1, а2, …, ап, …}.

Предлагая различные схемы нумерации элементов, можно показать, что счетными будут множества целых чисел Z, рациональных чисел Q. Однако множество вещественных чисел R – несчетно. Подбирая соответствующую функцию, например, 
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, мы можем установить эквивалентность R и сегмента U = [0, 1], несчетность которого легко доказывается [И.П. Натансон]. Все множества, эквивалентные U, имеют мощность континуума, обычно обозначаемую как с, т. е. 
[image: image21.wmf]c
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. Вопрос о существовании множеств, мощность которых ( лежит между а и с (а < ( < c), остается открытым. Предположение о том, что такие множества не существуют, носит название «гипотеза континуума» [П.Дж. Коэн. Теория множеств и континуум-гипотеза. М., Мир, 1969]. 

Понятия эквивалентности и мощности позволяют разбить все множества на классы, так что два множества принадлежат одному классу тогда и только тогда, когда они эквивалентны. При этом символ, поставленный в соответствие каждому такому классу, называется его мощностью.

Вопрос о сравнении двух множеств решается на основе следующего определения. Пусть множество А имеет мощность (, а множество В – (, т. е. 
[image: image22.wmf]A

= (, 
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= (. Тогда, если множества А и В не эквивалентны, но в множестве В есть подмножество В*, эквивалентное множеству А, то говорят, что множество В имеет мощность большую, чем мощность множества А (( < ( или 
( > ().  Опираясь на это определение, можно показать [И.П. Натансон], что множество F всех вещественных функций, заданных на сегменте [0, 1], имеет мощность f, большую, чем с.

Общая схема построения множеств большей мощности, чем мощность исходного множества, базируется на следующем утверждении. Мощность множества Т, элементами которого являются все возможные подмножества множества А, включая его самого и пустое множество, больше мощности исходного множества, т. е. 
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. Например, для множества А = {а1, а2, а3}, мощность которого 
[image: image26.wmf]A

= 3, множество Т = {а1, а2, а3, {а1, а2}, {а1, а3,}, 
{а2, а3,}, {а1, а2, а3,}, (} имеет мощность 
[image: image27.wmf]T

= 8 >
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. В общем случае, если множество А состоит из п элементов, то 
[image: image29.wmf]T

= 2п. Доказать это утверждение мы предоставляем читателю. Справедливы также следующие формулы: c = 2a и 
f = 2c, где, как было отмечено выше, а – мощность счетного множества; с – мощность континуума;  f – мощность множества всех вещественных функций, заданных на сегменте [0, 1]. 

1.3. Множества с алгебраическими операциями. Группы, кольца, поля

Говорят, что на множестве А задана бинарная операция, если любой упорядоченной паре элементов этого множества  < аi, аj > ставится в соответствие элемент этого же множества аk. Иначе говоря, задано отображение декартова произведения А ( А на множестве А, что можно записать как А ( А ( А. Произвольная бинарная операция обозначается символом ( и запись (А, () означает, что на множестве А задана бинарная операция (. 

Бинарная операция называется ассоциативной, если для любой тройки аi, аj, аk элементов множества А выполняется условие (аi ( аj) ( аk = аi ( (аj ( ( аk) и коммутативной, если для любой пары аi, аj элементов множества А выполняется условие аi ( аj = аj ( аi. 

Единичным или нейтральным элементом по отношению к введенной бинарной операции называют элемент е ( А, такой, что для любого элемента а, принадлежащего множеству А (можно использовать запись( а ( А, где ( – квантор всеобщности), выполняется условие  е ( а  = а ( е  = а. Иногда выделяют левый (е ( а = а) и правый (а ( е’ = а) нейтральные элементы, но в тех алгебраических структурах, с которыми нам придется иметь дело в дальнейшем, левые и правые нейтральные элементы совпадают. Если под бинарной операцией понимается сложение, то е называют нулевым элементом (нулем), а если имеется в виду умножение, то е называют единичным элементом (единицей).

Множество с заданной в нем бинарной ассоциативной операцией называется полугруппой. Полугруппа с нейтральным элементом образует алгебраическую структуру, называемую моноидом. Наличие нейтрального элемента е позволяет ввести понятие обратного элемента х –1, так, что х ( х –1 = 
= х –1 ( х = е. Моноид, каждый элемент которого, за исключением, быть может, нулевого, обратим, называется группой. Если бинарная операция является коммутативной, то группа называется.

Если под бинарной операцией понимается сложение, то группа называется аддитивной, а если умножение, то мультипликативной. 

Рассмотренные выше множества по отношению к арифметическим операциям сложения и умножения образуют следующие алгебраические структуры:

· множество натуральных чисел N образует полугруппу;

· множество целых чисел Z по отношению к операции сложения образует абелеву группу, а по отношению к операции умножения это всего лишь моноид (нет обратных элементов);

· множества вещественных и комплексных чисел (R и C) образуют абелевы группы по отношению к обеим операциям. 

Примером некоммутативной мультипликативной группы является множество невырожденных квадратных матриц одного порядка. Напомним, что операция умножения матриц не коммутативна, а роль единицы играет единичная матрица
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Для конечных множеств бинарная операция может быть задана с помощью таблицы. Так, например, для широко используемого в цифровой технике и теории кодирования множества Z2 = {0, 1} операция сложения элементов может быть задана с помощью таблиц, приведенных на рис. 1.3.
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Рис. 1.3


Рассмотрим, к каким алгебраическим структурам приводит определенная с помощью данных таблиц операция сложения элементов множества Z2. Таблица, представленная на рис. 1.3, а, определяет так называемую арифметику вычетов по модулю два. Если нейтральным элементом считать 0, то обратный элемент совпадает с исходным, что легко проверить самостоятельно. С учетом коммутативности заданной бинарной операции получаем абелеву группу.

Таблица рис. 1.3, б интерпретирует операцию сложения как операцию объединения множеств. При этом под нулевым элементом понимается пустое множество, а под единичным – универсальное множество S. При построении таблицы учтены следующие соотношения: ( ( ( = (, ( ( S = S ( ( =S и 
S  ( S = S. Поскольку при таком определении операции сложения и нейтральном элементе 0 элемент 1 не имеет обратного, то полученная алгебраическая структура представляет собой моноид.

Таблица рис. 1.3, в определяет двоичную систему счисления и с учетом изложенных выше сведений не может задавать бинарную операцию, поскольку элемента 10 нет в исходном множестве Z2. Более подробно с теорией
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Рис. 1.3
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